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基于 oa- 型 相对 信息 的 模糊 散 度 * 
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搞 要: 模糊 散 度 可 用 于 度量 两 个 模糊 集 之 间 的 差别 。 本 文 基于 a- 型 相对 信息 提出 两 类 新 的 模糊 散 度 ， 
并 借助 Csiszar 提出 的 f- 散 度 观 点 对 这 两 类 模糊 散 度 的 性 质 进行 研究 。 这 两 类 模糊 散 度 所 具有 的 
性 质 显示 它们 均 为 模糊 集 上 的 区 别 度 。 
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Shannon 篇 是 信息 论 中 最 基本 的 概念 ， 主 要 用 于 描述 概率 分 布 的 不 确定 性 。 源 于 Shannon 人 
的 散 度 可 用 于 度量 概率 分 布 之 间 的 差别 ， 其 中 Kullback 和 Leibler 使 用 对 数 运算 给 出 的 K- 
工 散 度 ( 有 向 散 度 、 相 对 烂 和 交叉 焙 ) 是 最 常用 的 一 个 。K-L 散 度 已 经 成 为 信息 论 中 的 基本 
概念 ， 并 被 广泛 应 用 于 数学 学 科 、 信 息 学 科 和 管理 学 科 等 多 个 领域 。1961 年 ，RenyiDm 给 
出 K-L 散 度 带 参数 的 推广 形式 。 此 后 ，Sharma 和 Autar 外 提出 另 一 种 推广 形式 。 需 要 指 
明 ，K-L 散 度 的 这 两 种 推广 形式 均 是 CsiszarD] 所 提出 的 了 - 散 度 (Csiszar’s f-divergence)。 此 
外 ，Taneja 和 Kumar 革 提出 K-L 散 度 的 一 种 一 般 化 形式 ， 称 作 a- 型 相对 信息 (relative infor- 
mation of type a)， 并 以 Csiszar 的 f- 散 度 的 观点 对 其 性 质 进 行 研究 。 

为 了 度量 两 个 模糊 集 之 间 的 差别 ，Bhandaril'6 基于 K-L 散 度 引 入 了 对 数 型 模糊 散 度 ， 并 
将 其 应 用 于 图 像 分 制 。 我 们 给 出 一 种 指数 型 模糊 散 度 门 ，Charia 和 Rayl 引 将 该 指数 型 模糊 散 度 
成 功 地 应 用 于 图 像 分 割 。 本 文 的 目的 是 基于 a- 型 相对 信息 ， 提 出 两 类 新 的 模糊 散 度 ， 并 讨论 这 
两 类 模糊 散 度 的 性 质 ， 指 出 这 样 定 义 的 模糊 散 度 是 x?- 模 糊 散 度 加 的 推广 。 


2 ”基于 a- 型 相对 信息 的 模糊 散 度 


在 本 文中 ， 展 | = [0,co )。 下 面 ， 先 介绍 模糊 集 理论 的 基本 概念 四 。 

定义 1 设 瑟 为 论 域 ， 则 和 上 的 模糊 集 4 可 表示 为 4 = {(z, pna(z))|z e XX}， 其 中 映 
射 14 :X 一 ”10,1] 称 为 模糊 集 4 的 隶属 度 函 数 。 模 糊 集 4 的 补 集 4e 可 表示 为 4e = {(z, 1 一 
LA(X))|z € 久 }。 我 们 用 下 (XX) 表示 关上 全 体 模糊 集 之 集 ，P(X) 表示 和 上 全 体 经 典 集 之 集 。 

定义 2 称 映 射 d :所 (和 ) x F(X) 一 > 及 + 为 F(X) 上 的 区 别 度 ， 若 ad 满 足以 下 条 件 : 

1) ad(4,B) = d(B,4)， 对 任意 的 A, Be F(X); 

2) d(4, 4) = 0， 对 任意 的 4e F(X); 
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3) d(G,G°)= max d(4,B)， 对 任意 的 Ge P(X); 


A,BEF(X) 
4) 对 任意 的 4,B,C € F(X), 车 A Cc B Cc C， 则 ad(A,B) < d(4,C) 且 4d(B,C) < 
d(4,C)。 
设 


An = {P= (p1,p2,.… ,pn) |pi > 0， Dripi = 1}, n>2 


为 完备 的 有 限 离散 概率 分 布 之 集 。Kullback 和 Leibler 给 出 对 数 型 相对 信息 。1961 年 ，Renyiml 
将 其 推广 为 带 参 数 的 一 般 形式 。 文 献 [2] 又 给 出 如 下 的 推广 ， 称 作 a- 型 相对 信息 ， 具 体 定义 
为 : 对 任意 的 PQ e An， 有 





Ke(P19) = (Dr -1), Q) 


其 中 a>0 且 a 1。 
注 1 a =2 时 ，(1) 式 赔 化 为 x?- 散 度 四 ， 即 


n es 
XP1O) = DP = Ka(P HO). 
dl . 
由 于 a = 2 时 ，a- 型 相对 信息 即 为 x2- 散 度 。 因 此 ， 我 们 借鉴 m- 型 相对 信息 的 定义 方式 ， 


将 -模糊 散 度 推 广 得 到 更 为 一 般 的 模糊 散 度 。 
设 论 域 关 = {x1,7x2,… ,Tn}， 则 对 任意 的 4A, B e F(X)，A4 区别 于 B 的 期 望 信息 量 可 用 





Kia(A, B)= 一 - Dna (LD) 一 路 a>0, axl 
i=1 : 


来 度量 。 考 虑 到 4°, Be 之 间 的 差别 应 与 4, B 之 间 的 差别 相同 ， 于 是 模糊 散 度 可 定义 为 
Ko(A,B) = Kia(A,B) + Kia(A®, B°). 


由 于 Ka(4, B) 的 定义 中 没有 考虑 到 分 明 集 的 情形 ， 故 对 Ka(4, B) 作 如 下 两 种 修改 


, _ 1 /tna(r)® 0 (24m) 
ol | tha(wi) oe * Q -pe(e))o 1) 


i 2 (0) go pas) 
DD (ry ee re 


上 

一 般 的 ，K。(4, B) 天 天 (B,4 且 天 (4B) 尖 天 (4)， 故 对 称 的 模糊 散 度 定义 为 
Di(A,B)= Ks(A,B)+ Ks(B,A), oa>0, a#1, (2) 
D2(A,B)= Ki(A,B)+K’(B,A), a>0, azxl. (3) 


特别 地 ， 当 a = 2 时 ，(2) 式 与 (3) 式 即 虹 化 为 对 称 的 x2- 模糊 散 度 。 
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3 ”两 类 a- 型 模糊 散 度 的 性 质 
下 面 ， 我 们 将 对 Di(4, B) 和 D2(4, B) 的 性 质 进行 讨论 。 设 映射 : [0,oo) 一 及 为 同 函 
数 ，Csiszar 给 出 的 散 度 B] 定义 为 


Cr(p,9) = Sy 人 p, 9 € Rr. 


i=] 


关于 f- 散 度 ， 下 面 的 两 个 引 理 成 立 。 

引 理 1 (联合 同性 定理 ) 设 映 射 f : [0, oo) 一 恨 为 凸 函数 ， 则 Cy(p,gq) 是 关于 P, 9 的 联合 凸 
函数 ， 其 中 p, gq € R14。 

引 理 2 (Jensen 不 等 式 ) 设 映 射 f : [0, co) 一 及 为 凸 函数 。 对 任意 的 pp gE Ri 站 ， 记 


P= p>0, Qn= Zi-19i > 0， 
则 下 面 的 不 等 式 成 立 
creg>9of( 让 )， 
其 中 等 号 “= ”成 立 当 且 仅 当 


qa gq gn 
特别 地 ， 对 任意 的 p, ge An， 有 Cys(pl|gq) 全 Cy(p,q) > f(1)， 其 中 “=” 成 立 当 且 仅 


使 用 上 述 两 个 引 理 对 D1(4, B) 的 性 质 进 行 讨论 。 
对 于 DD1(A, B)， 在 单 点 7x; 处 ， 若 取 
= (1 + pjB(7i), 2 — JB(Ti), 1+ HA(Ti), 2 ~— pA(Ti)), 
qg = (1+ p14(zi), 2— A(Ti), 1 + pa(mi), 2 ~— HB(zi)). 

映射 户 : [0, 00) 一 及 定义 为 

fi(t) = ~ (0-3) a>0, a@#l 
则 有 

Di(4, Bi zi -Dh ) 


由 户 (t) = at-*-!1 > 0 及 引 理 1 可 知 ，Di(4, B; zi) 是 关于 p, q 的 联合 凸 函 数 。 并 且 由 引 
理 2 可 得 


Di(4, B; 0) > Qnf (FE) =60) = 
当 且 仅 当 
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即 ja(zi) = jpB(zi)， 上 式 中 的 “=” 成 立 。 由 此 可 知 Di(4, Bi zi) 的 最 小 值 为 二 ( 关 0)， 因 
此 修正 Di(4, B)， 得 到 Di(4, B)， 并 使 其 最 小 值 为 0 


n 


, (1 + Ha(zi))® 2 一 patzao) > _ 
1 ea > 人 GTABCa)s Qha(r)) 3) 





(1 + LB(Ti))® (2 — JB (zi) a 
te -aa a>0, a@zl1. 


i=1 


引 理 3 设 映 射 了 : [0,1]? 一 及 + 满足 对 任意 的 (x,y) € [0,1]?,，f(z,y) = f(y,7) 且 f(z,y) = 
fl(1—z,1—), 则 f(z,y) < f(x,z), 当 且 仅 当 


jz)< Hz,z)，0<z<y<z<x1. 


引 理 4 设 





fw) = (tt 


a—1\(l+y°-! (1l+2z)°-! 





se CQ 二 23 
寂 (0 C= 6)， 0O<z,y<1. 


(2 一 切 *-1 (2—2)°! ne 
车 0<z<y<z<1, 则 f(z,y) < f(z,z2) f(y,2) < f(x,2)。 

限于 篇 幅 ， 引 理 3 和 引 理 4 的 证 明 省 略 。 下 面 我 们 给 出 定理 1。 

定理 1 模糊 散 度 Di(4, B) 满 足以 下 性 质 : 对 任意 的 4, B, Ce F(X)， 有 

2) 对 任意 的 G e P(X) 

2 
Di(G,G°) = ,max Di(4,B) = pe pr 

3) DI’(A4,B)= D’(B, 4); 

4) D’(A,B)= D’(4°,B°); 

5) 若 AcBCCO, 则 Di(4,B)<D’(4,C), 且 D’i(B,C) < Di(4,C)。 

证 明 由 引 理 1 和 引 理 2 可 得 1) 成 立 ;， 由 引 理 3 和 引 理 4 可 得 2) 和 5) 成 立 ，3) 和 4) 显然 
成 立 。 

为 研究 Da(A, B) 的 性 质 ， 构 造 二 元 函数 h: [0,1]? 一 及 + 如 下 


(zZ 十 9g)e-1 四 (2 一 Z 一 幼 <-1 . (z+Y)! (2-727—y)°-! 

引 理 5 设 0 < x,y,z<1l, 若 0<z<y<z<1, 则 h(x,y) < h(z,z), 8h(y,z) < 
h(x,z)。 

限于 篇 幅 ， 引 理 5 的 证 明 省 略 。 下 面 我 们 给 出 定理 2。 

定理 2 ”模糊 散 度 Daz(4, 也) 满足 以 下 性 质 : 对 任意 的 A, B,C e F(X)， 有 

1) D2(4,B) > 0, D2(4,B) = 0， 当 且 仅 当 4 = B; 

2) 对 任意 的 Ge P(X) 


oY 21 一 CE 
D2(G,G°) = eat ,B) = 一 人 1); 
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3) D2(A,B) = D2(B, A); 

4) Da(4,B) = D>2(A°,B°); 

5) 车 AC BCC, 则 D(A4,B) < D2(4,C), 且 D2(B,C) < D2(4,0)。 

由 于 篇 幅 所 限 ， 证 明 过 程 略 去 。 

注 2 由 定理 1， 定 理 2 可 知 Di(A,B)，D2(4, 也 ) 均 为 模糊 集 已 (X) 上 的 区 别 度 。 


4 结论 


区 别 度 是 模糊 集 理 论 中 的 一 个 基本 概念 ， 本 文 基于 a- 型 相对 信息 提出 两 类 新 的 模糊 散 度 ， 
并 对 其 相关 性 质 进 行 了 讨论 。 由 此 可 知 这 两 个 模糊 散 度 是 区 别 度 。 模 糊 散 度 已 经 被 成 功 应 用 于 
图 像 分 割 等 方面 ， 显 示 出 优异 的 分 割 性 能 。 本 文 在 含 参 数 模糊 散 度 方面 进行 了 探讨 ， 所 给 的 两 
类 模糊 散 度 具 有 良好 的 数学 性 质 ， 下 一 步 我 们 将 考虑 它们 的 实际 应 用 问题 。 
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Fuzzy Divergences Based on the Relative Information of Type a 
LAN Rong':, FAN Jiu-lun2 


(1- School of Electronic Engineering, Xidian University, Xi'an 710071; 2- School of Communication 
and Information Engineering, Xian Institute of Post and Telecommunications, Xi’an 710121) 
Abstract: Fuzzy divergence describes the difference between two fuzzy sets. Based on the relative 
information of type ay two new classes of fuzzy divergence are proposed in this paper. In view of the 
f-divergence proposed by Csiszar, the properties of the two classes of fuzzy divergence are discussed. 
The notable feature of these two classes of fuzzy divergences is that they are both distance measures 

on fuzzy sets. 
Keywords: fuzzy divergence; relative information of type ai distance measure 
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